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Olimpiada de Matematică –etapa locală- Galaţi 

13 februarie 2010 

Clasa a XI-a  

Barem de evaluare 

♦ Pentru orice soluţie corectă, chiar dacă este diferită de cea din barem, se acordă 

punctajul maxim corespunzător. 

♦ Nu se acordă fracţiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru 

rezolvări parţiale, în limitele punctajului indicat în barem.  
 

Nr.  

problemei 

Soluţie, rezolvare Punctaj 

( )2010det 0X =  ; ( ) ( )( ) ( )
20102010det det 0 det 0X X X= = ⇒ =  . 
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Din prima şi ultima ecuaţie, rezultă că: 16)( 2010
=+ da , de unde 
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Notăm ( ), , , .nX Y A Y Z B A B M− = − = ∈ �  Rezultă   

            A B X Y Y Z X Z+ = − + − = −  şi ( )( ) .nAB X Y Y Z O= − − =  

             Cum matricele , ,X Y Z comută două câte două, obţinem 

( )( )AB X Y Y Z= − − =  
2 2

XY XZ Y YZ YX ZX Y ZY= − − + = − − + şi  ( )( )BA Y Z X Y= − − =  
2 ,YX Y ZX ZY= − − +  de unde 

n
AB BA O= =  (deci matricele A şi B sunt 

comutabile). 
            

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 22 2

A B A AB B A BA B AB AB AB BA= = = = = = ( )B AB A=  

( ) ( )( ) 2 2.B BA A BB AA B A= = =  
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 22 2

A B A AB B A BA B AB AB AB BA= = = = = = ( )B AB A=  

( ) ( )( ) 2 2.B BA A BB AA B A= = =  
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           ( ) ( ) ( )( ) ( )( )4 4 4 44 4det detX Y Y Z Z X A B A B− + − + − = + + + =  
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Se demonstrează prin inducţie matematică că ( )0,n n n
x n x

∈
> ∀ ∈ ⇒

�
�  

şir mărginit inferior.(1) 
Aşadar, 
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b) Prin trecere la limită în relaţia de recurenţă rezultă lim 1n
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Aşadar, 1,nx n> ∀ ∈�  .  
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1. Din ipoteză, rezultă că ( ) [ ]0,  0,1f x x≥ ∀ ∈                       (1) 

Dacă ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0a b f f f f= = ⇒ + ≤ ⇒ ≤              (2) 

 Din (1) şi  (2), rezultă ( )
[ ]0,1

0 0 min ( ).
x

f f x
∈

= =  

Dar [ ] [ ] ( )0,1 1 0,1  şi + 1 1 1.x x x x∀ ∈ ⇒ − ∈ − = ≤  

Aşadar, ( ) ( ) ( ) ( )
[ ]

( )
0,1

1 1 1 1 max ( ) 1 1
x

f x f x f f x f x f
∈

+ − ≤ = ⇒ ≤ ⇒ = = . 
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[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

Fie , 0,1  astfel încât 1;  

+ .

x y x y

x y x y f x f y x f y f x f y

∈ ≤ ≤

− = ⇒ + − ≤ ⇒ ≤
 

Deci funcţia f  este monotonă.   

Fie ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, 2 3 1 2 3, 0,1 , , 0, .x x x f x f x f x∈ ⇒ ∈ ∞  

Presupunem că 1 2 3x x x< < . Să demonstrăm că ( ) ( )2 20  şi 0f x f x− +  sunt 

finite. 
Fie funcţia f  este crescătoare .  

Dacă ( ) ( ) ( )1 2 1 2x x x f x f x f x< < ⇒ ≤ ≤ ; 

Dacă ( ) ( ) ( )2 3 2 3x x x f x f x f x< < ⇒ ≤ ≤ . 

Prin trecere la limită în ambele inegalităţi, se 
obţine: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 2 2 3lim  şi lim .

x x x x
f x f x f x f x f x f x≤ ≤ ≤ ≤

↗ ↘
Aşadar, 

( ) ( )2 20  şi 0f x f x− +  sunt finite. 

Rezultă că funcţia f are limite laterale finite în orice punct ( )0x 0,1∈ . 
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3.     [ ] [ ) ( )
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2
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Se demonstrează că funcţia f verifică  proprietăţile a) şi b). 
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