13 februarie 2010

100

2010

Anul Matematicii in Clasa a XI-a

Scoala Romaneasca

www.anulmatematicii.ro

Barem de evaluare
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Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda

punctajul maxim corespunzitor.

Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru

rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr.
problemei

Solutie, rezolvare

Punctaj

det(X2°10)=0 ; det(X2°'°) = (det (X)) =0= det(X) =0 .

2p

. a
Fie Xz(
c

b
d],a,b,c,de R, cu det(X)=a-d—b-c=0.

Din relatia Cayley-Hamilton , rezulta ca

b b
X210 = @+ay?™® | 7o (mx P17
c d c d

Obtinem sistemul:
(a+d) ™ a=4
(a+d)™b=6
(a+d)**c=8
(a+d)™d =12

2p

; 2009
a+d =162 deci (a+d)* =162 =p
Inlocuind in cele patru relatii, obtinem :

a:i;bzg;czﬁ;dzg
p p p p
1(4 6 2009
Deci solutia ecuatiei este : X =— , p=162010
p\8 12

Din prima si ultima ecuatie, rezultdi ci: (a+d)™° =16, de unde

3p




Notim X —Y=A, Y—-Z=B, A, BEM,(R). Rezultd
A+B=X-Y+Y-Z=X-Zsi AB=(X-Y)(Y-Z)=0,.
Cum matricele X,Y,Z comuta doua cate doua, obtinem
AB=(X-Y)(Y-2Z)=

=XY-XZ-Y*+YZ=YX-ZX-Y’+ZYsi BA=(Y-Z)(X-Y)=

=YX —Y*—ZX +ZY, de unde AB= BA= 0, (deci matricele A si B sunt

comutabile).

A’B* = A(AB)B= A(BA)B=(AB)(AB)=(AB)" = (BA)’ = B(AB)A=

— B(BA)A=(BB)(AA) = B*A*,

2p

A’B* = A(AB)B = A(BA)B =(AB)(AB)
= B(BA)A=(BB)(44)=B*A".

(AB)

(BA)' = B(AB)A=

2p

det((X =)' +(Y=2) +(Z - X)') = det[A* + B* +(4+ B)' | =

=

_ det(2<A2 n 32)2) _or ~det((A2 +Bz>2) = 2" (det(4* + B%)) >0.

[<A2 +B) —24° +[(A+ B)zr] = det(<A2 +B*) ~2(AB) +(A 4
(A%

A%+ ) _2.oj+(A2+20n+Bz)2):det((A2+Bz)2+(A2+BZ)‘

N 3-(xn—xn,1)
n+1 n (Xn+2)~(xn_1—|—2)'

Se demonstreaza prin inductie matematicd ca x, >0,Vn e N = (x,)

neN
sir marginit inferior.(1)
Asadar,
Sgn(xn+1 —Xn> = Sgn(xn — n 1) = Sgn( nfl —Xn72) =..= Sgn(.xl —Xo),

2xg+1 | l-x
Xo+2 XO+2

este strict descrescator.(2)

Din (1) si (2) Th—'W>(xn >n€N este convergent.

unde x; — x5 = <0, pentru x, >1.Deci (x,)

n/neN

2p




b) Prin trecere la limitd in relatia de recurenta rezultd lim x, =1 .
n—oo

. | B n?
Jim o (5 1) =[O0 = Jim o i =)

2-xn71+1_1: X, 1 —

Xy 12 Xy 12
sgn (x, —1)=sgn(x, ; —1)=sgn(x,_, —1)=
=sgn(x,_3—1)=..=sgn(xy—1)=+1
Asadar, x, >1,VneN .

Apoi, x, —1=

, deci

. 1 o < . . .
Deci, ( 1 este sir strict crescator 1 nemarginit superior.
x —
n neN

3p

x,—1 X, q—1 x,—1
o (o1 (=)0 —1)

n—oo X, — an

2-x, +1

2- 1)- —1)- n —1

=—- lim =
2 n—oo X _2'Xn+1

Tox,+2
(241 (1) 1 (2n41)(x, )

- lim 5 im =
n—o0 X -1 2 n—oo X, +1

1

- lim [2-n(x, —1)+(xn—1)]:l- lim n-(x, —1)=
n—oo 2 n—oo
(LemaS—C)l

-lim —— = —-lim =




1. Din ipoteza, rezultd ca f (x)>0, Vxe [0,1] (1)
Dacd a=b=0= f(0)+ f(0)< f(0)= f£(0)<0 )
Din (1) si (2), rezultd f(0)=0= min f(x).

Dar Vxe [0,1]:>1—x€ [0,1] §ix+(1—x)=1S1.
Asadar, f(x)+f(1-x)<f(1)=1= f(x)<1= max f(x)=f(1)=

x[0,1]

2p

2.
Fie x, ye [0,1] astfel incat x< y <1;

xt(y=x)=y= f(x)+ f(y=x)<f(y)= f(x)< f(y)

Deci functia f este monotona.

Fie x x5, 136 (0,1)= f(x), f(x2), f (x3) € (0,00).

Presupunem ¢ x; < x, < x3. S& demonstrdm cd f (x, —0) sif (x, +0) sunt
finite.

Fie functia f este crescatoare .

Dacdx <x<x, = f (%)< f (%)< f(x);

Dacd x, <x<x3 = f (%)< f(x)< f(x3).

Prin trecere la limita in ambele inegalitati, se

obtine: f(x;)< lim f(x)< f(x,) sif (%)< lim f(x)< f(x3).Asadar,
x/"x, x\ux,

f(x,—-0) sif (x,+0) sunt finite.

Rezultd ca functia f are limite laterale finite in orice punct x, € (0,1).

2p

0, xe {O,l}
2
1, xe (l,l}
2

Se demonstreaza ca functia f verifica proprietatile a) si b).

3. f:[0,1]=[0,e0), f(x)=

3p




